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MATEMÁTICAS II          Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 El alumno deberá contestar a una de las dos opciones propuestas A o B. Los ejer-
cicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Puedes 
utilizar cualquier tipo de calculadora. 
 
PROPUESTA A 
 

1º) a ) Calcula los intervalos de concavidad y convexidad de la función ( )
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Estudia si tiene puntos de inflexión. 
 
b ) ¿En qué puntos de la gráfica de f(x) la recta tangente es paralela a la recta y = x – 2? 
 

---------- 
a ) 
 Una función es cóncava o convexa según que su segunda derivada sea negativa o 
positiva, respectivamente. 
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 Teniendo en cuenta que el dominio de la función es ( ) { }1−−⇒ RfD , los intervalos 
de concavidad y convexidad son los siguientes: 
 

( ) ( )∞+−⇒−>⇒< ,110'': xxfConcavidad . 

 
( ) ( )1,10'': −∞−⇒−<⇒> xxfConvexidad . 

 
 Para que una función tenga un punto de inflexión es condición necesaria que se 
anule su segunda derivada. La función f(x) no tiene puntos de inflexión. 



 
b ) 
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de su 
primera derivada en ese punto. 
 
 La pendiente de la recta y = x – 2 es m = 1. 
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La expresión ( )00 xxmyy −=−  es la de la recta que pasa por un punto conocida la 

pendiente; en el caso presente la recta tangente es: 
 

( ) 0122:212;;0·1
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2º) a ) Esboza la región encerrada entre las gráficas de las funciones ( ) xsenxf = , 

( ) xsenxg −= , y las rectas 
2

π=x  y 
2

3π=x . 

 
b ) Calcula el área de la región anterior. 
 

---------- 
a ) 
 las funciones ( ) xsenxf = , ( ) xsenxg −=  son simétricas con respecto al eje de abs-
cisas y sus puntos de corte en el primer giro son O(0, 0), A(π, 0) y B(2π, 0). 
 
 Se trata de dos  funciones continuas cuyo dominio es R y el recorrido de ambas es 
[-1, 1]; el periodo de ambas es ( )π2  y su representación gráfica aproximada es la que 
indica la figura. 

 
b ) 
 De la observación de la figura y teniendo en cuenta la simetría de las funciones se 
deduce el área a calcular, que es la siguiente: 
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3º) a ) Discute el rango de la matriz 
















−+−
−+

−
=

131

131

131

mm

mmA , en función del parámetro 

Rm∈ . 
 
b ) ¿Para qué valores del parámetro Rm∈  existe la matriz inversa de A? 
 

---------- 
a )  
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 Para m = 0 es { } 20
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 Para m = 6: 2021451575633
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b )  
 Una matriz es inversible (tiene inversa) cuando el valor de su determinante es dis-
tinto de cero. 
 

{ }0,6−∈∀ RminversibleesA . 
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4º) a ) Estudia la posición relativa de las rectas zyxr =−=≡  y 2−==≡ zyxs . 
 
b ) Calcula la distancia entre r y s. 

---------- 
a )  
 Un punto y un vector director de r son O(0, 0, 0) y ( )1,1,1 −=rv . 
 
 Un punto y un vector director de s son A(0, 0, 2) y ( )1,1,1=sv . 
 
 Los vectores rv  y sv  son linealmente independientes por no ser proporcionales 
sus componentes, por lo cual, las rectas r y s se cortan o se cruzan. 
 
 Para saber si r y s se cortan o se cruzan consideramos el vector ( )2,0,0== OAw . 
 
 Según sea dos o tres el rango de los vectores { }wvv sr ,,  las rectas r y s se cortan 
o se cruzan, respectivamente. 
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Las rectas r y s se cruzan. 

 
b ) 
 Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 
entre ambas. 
 
 Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepípedo 
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas el vector ( )2,0,0=w . 
 
 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
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 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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PROPUESTA B 
 
1º) Para la función ( ) 12 ++= xxxf : 
 
a ) Estudia sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, así como sus extremos relati-
vos. 
 
b ) Estudia si tiene asíntota oblicua cuando +∞→x . 
 

----------  
a ) 
 El dominio de la función ( ) 12 ++= xxxf  es el conjunto de valores reales de x 

tales que 012 ≥++ xx . ( ) RfDRxxxx ⇒∉⇒
−±−==++ ;;

2

411
;;012  

 
 De lo anterior se deduce que la función no corta al eje X y su recorrido es 

( ) ( )∞+⇒ ,0xR . El punto de corte con el eje Y es: ( ) ( )1,010 Af ⇒= . 

 
 Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos: 
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 Teniendo en cuenta la continuidad de la función y los periodos de crecimiento y 

decrecimiento, existe un mínimo absoluto en el punto de abscisa 
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b ) 
 Las asíntotas de la función son las siguientes: 

Horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a valer infinito; 
son de la forma y = k. 
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 Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
 

No tiene asíntotas verticales 
 

 Oblicuas: Son de la forma ( )∞≠≠+= mmnmxy ;0 . 
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 La representación, aproximada, de la función es la siguiente: 
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2º) Calcula las integrales ∫ −−
= dx
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Nota: En la primera integral puede ayudarte el cambio de variable xet = . 
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3º) Encuentra dos matrices A, B cuadradas de orden 2 que sean la solución del sistema 

matricial 
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Se halla la matriz inversa de C utilizando el método de Gauss-Jordan: 
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Sustituyendo en (1) los valores obtenidos: 
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4º) a ) Estudia, en función del valor del parámetro Ra∈ , la posición relativa de los pla-
nos 31 =−+≡ zyxπ , 12 −=+−≡ azyxπ  y 53 =−+≡ zyaxπ . 
 
b ) Calcula, en función del parámetro Ra∈ , la distancia entre los planos 1π  y 3π . 

---------- 
a ) 

Los tres planos forman el sistema 
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Según los valores de los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada pueden 

presentarse los siguientes casos: 
 
Rango M = Rango M’ = 3 → Los planos son incidentes en un punto. 
 
Rango M =2;  Rango M’ = 3 → Los planos se cortan en dos rectas. 
 
     Sin planos paralelos y con dos planos paralelos. 
 
Rango M = Rango M’ = 2 → Los tres planos son incidentes en una recta. 
 
Rango M = 1; Rango M’ = 2 → Los tres planos son paralelos. 
 
     Dos planos coincidentes y paralelos al tercero. 
 
Rango M = Rango M’ = 1 → Los tres planos son coincidentes. 
 
 
El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
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 Para α ≠ 1 → Rango M = Rango M’ = 3. 
 

Para α ≠ 1 los planos son incidentes en un punto. 
 

⇒=⇒≠
−

⇒
















−
−

−
−

=
















−
−

−
=⇒= 20

11

11

5

1

3

111

111

111

'

111

111

111

1 MRangoMyMaPara  



 

{ } 3'0117513135

511

111

311

,,' 421 =⇒≠−=−++−+−=−−⇒⇒⇒ MRangoCCCMRango . 

 
 Para α = 1 → Rango M = 2 y Rango M’ = 3. 
 

Para α = 1 los planos se cortan formando dos rectas siendo π1 y π3 paralelos. 
 
 
b ) 
 Para α = 1 los planos π1 y π3 son  31 =−+≡ zyxπ  y 53 =−+≡ zyxπ . 
 
 La distancia entre los planos paralelos DCzByAx =++≡β  y '' DCzByAx =++≡β  

viene dada por la fórmula ( )
222

'
',

CBA

DD
d

++

−
=ββ ; aplicando ésta fórmula a los planos 

paralelos π1 y π3: 
 

 ( )
( )

unidadesd
3

32

3

2

111

2

111

53
,

222
31 ==

++
=

−++

−
=ππ . 

 
 Este apartado puede resolverse determinando un punto de uno de los planos y 
hallando su distancia al otro plano. La distancia de un punto a un plano viene dada por 

la fórmula ( )
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