PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)
UNIVERSIDAD DE CASTILLA-LA MANCHA

SEPTIEMBRE — 2014

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

El alumno debera contestar a una de las dos gxijmmopuestas A o B. Los ejer-
cicios deben redactarse con claridad, detalladamerdzonando las respuestas. Puede:
utilizar cualquier tipo de calculadora.

PROPUESTA A

x-1
2x+2°

1°) a ) Calcula los intervalos de concavidad y exidad de la funciénf (x)=

Estudia si tiene puntos de inflexion.

b) ¢ En qué puntos de la gréafica de f(x) la resnigente es paralela a larectay = x — 2?

a)
Una funcion es céncava o convexa segun que sundeglerivada sea negativa o
positiva, respectivamente.

f.(x):l-(2X+2)—(x—1)-2_2x+2_2X+2_ 4 1

[2(x+1)]° C o ax+1P ax+1P (x+1?

f,,(x):O—l-Z-(x+1)-1 -2

Cra) o 2

Teniendo en cuenta que el dominio de la funcién(@$= R-{-1}, los intervalos
de concavidad y convexidad son los siguientes:

Concavidad f"(x)<0 = x>-1= (-1, +w),

Convexidad f"(x)>0 = x<-1= (-, -1).

Para que una funcion tenga un punto de inflexgandicion necesaria que se

anule su segunda derivada. La funcién f(x) no tgn#os de inflexion



b)
La pendiente de la tangente a una funcién en ntops igual que el valor de su
primera derivada en ese punto.

La pendientedelarectay=x—-2esm=1.

———=1;; (x+1?=1= x=0.

f'(x)=m=1= (x+1)

f(0)= 0-1 __1_ Elpunto de tangencia @fo, —1)
2.0+2 2 2

La expresiony-y, =m(x-x,) es la de la recta que pasa por un punto conogida |
pendiente; en el caso presente la recta tangente es

y+%=l- (x—O) ;; 2y+1=2x = Tangente t =2x-2y-1=0.
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2°) a ) Esboza la region encerrada entre las ggifite las funciones (x)=senx,
g(x)=-senx, y las rectas<=g y x:%”.

b ) Calcula el area de la regidon anterior.

a)
las funcionesf (x)=senx, g(x)=-senx son simétricas con respecto al eje de abs-
cisas y sus puntos de corte en el primer giro §on @, A, 0) y B(2r, 0).

Se trata de dos funciones continuas cuyo doresiR y el recorrido de ambas es
[-1, 1]; el periodo de ambas 1) y su representacion grafica aproximada es la que

indica la figura.

72 1 Yy =Sen X
. [

98]

2T

3n/2 S X=—

b)

De la observacion de la figura y teniendo en ansimetria de las funciones se
deduce el area a calcular, que es la siguiente:

S=4. jsenx .dx= 4-[—cosx]; = 4.[cosx|2 = 4-(0057—27—cosnj =4-(0+1)=4u’.
i 2
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1 3 -1
3°) a ) Discute el rango de la matdz| m+1 3 m-1|, en funcién del parametro
m-1 m+3 -1

mOR.

b ) ¢Para qué valores del parametroR existe la matriz inversa de A?

a)
1 3 -1
|Al=lm+1 3 m-1/=-3-(m+1)(m+3)+3(m-1) +3m-1)-(m-1)m+3)+3(m+1)=
m-1 m+3 -1

=-3—(m? + 4m+3)+3[m* - 2m+1)+3m-3-(m? + 2m-3)+ 3m+3=

=-m? -4m-3+3m? -6m+3+6m-3-m? -2m+3=m? -6m=m(m-6)=0 = m =0 ;; m, =6.

m#0
Para = Rango A=3.
m# 6

1 3 -1
1 3
Param=0e#=| 1 3 -1|={F=F} = | 570 = RangoA=2.
-1 3 -1

1 3 -1 1 3 -1
Param=6A=|7 3 5 |=|7 3 5|=-3-63+75+15-45+21=0= RangoA=2.
5 9 -1 5 9 -1

m=0
Para{ _6}: Rango A=2.

b)
Una matriz es inversible (tiene inversa) cuandeatr de su determinante es dis-

tinto de cero.

A esinversible DOmOR-{6, 0}.

*kkkkkkkkk



4°) a ) Estudia la posicion relativa de las reetags=-y=z y s=x=y=2z-2.

b ) Calcula la distancia entre r y s.

a)
Un punto y un vector director de r son O(0, Oy ) =(1, -1, 1).

Un punto y un vector director de s son A(0, Oy 2) =(1, 1, 1).

Los vectoresv, y v, son linealmente independientes por no ser propoates
sus componentes, por lo cual, las rectas r y srg@nco se cruzan.

Para saber siry s se cortan o se cruzan coagiderel vectow = 0A=(0, 0, 2).

Segun sea dos o tres el rango de los vec{«TxesTs, W} las rectas r y s se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

1-11
W11 1:2-‘1 _11‘:4¢o:> Rango{v,, v,, w}=3.

Rango{v—r,v— s
0O 0 2

s

Las rectas r y s se cruzan
b)

Se entiende como distancia entre dos rectas queusan, a la menor distancia
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquelaaitigacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vaandsterminar un paralelepipedo
cuyas dimensiones son los vectores directoressdedsas el vectow =(0, 0, 2).

El volumen del paralelepipedo es el producto milddos tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen amuooducto del area de la base por
la altura. Observemos que la altura h es igualkdsstancia pedida d entre ambas rectas.



Todo lo anterior se puede expresar de la sigufenea:

e e v, (v ow)
V=yv -(VSDW): v, Ovg[-h=|v, Ov,|-d = d="————
v, v,
1 -11
1 1 1
_W'(TSDW)‘_ 0 0 2 4 _ 4 4
dlr, s)= v, Ov, ik _|—i+j+k+k—i—j|_|—2i+2k|_2.|—i+k|_
1 -11
111
2 2 2 _ 2

ik e vz i2nadesdl. o
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PROPUESTA B

1°) Para la funciorf (x)=+/x® + x+1:

a ) Estudia sus intervalos de crecimiento y deagmecito, asi como sus extremos relati-
VOS.

b ) Estudia si tiene asintota oblicua cuando+ow .

a)
El dominio de la funciénf(x)=vx*+x+1 es el conjunto de valores reales de x

_-1#41-4
2

tales quex? + x+120. x* +x+1=0;; x= = xOR;; D(f)= R

De lo anterior se deduce que la funciébn no cortaeje X y su recorrido es
R(x)= (0, +=). El punto de corte con el eje Y ep)=1 = A0, 1).

Para estudiar los intervalos de crecimiento ye&t@grento, derivamos:

2x+1 2x+1 1
f'iX)= —mM—mM. f'{X)=0> —————=0:; 2x+1=0;; x=—=.
( 20X+ x+1 Y 202 +x+1 2

Para x<—% = f'(x)<0 = Decrecimiato = (—oo, —%)

Para x>—% = f'(x)>0 = Crecimienbd = (—% +ooj.

Teniendo en cuenta la continuidad de la funcidosyperiodos de crecimiento y

. : - : 1
decrecimiento, existe un minimo absoluto en elcp)dletabSC|sa=—§.

N

f(—%):\/%—%ﬂ:\/l_f:‘l :% = Minimo absoluta P(—

e
2

b)
Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma &nmo x tiende a valer infinito;
son de la forma y = k.

lim lim
y=k= f(x)= VX2 +x+1=0 = No tiene.
X - 00 —_—

X — oo



Verticales: son los valores de x que anulan eboemador.
No tiene asintotas verticales

Oblicuas: Son de la forma=mx+n (m#0 ; m# ).

_im f(x_ lim x*+x+1 _ lim x*+x+1 _ lim 1+1+1_1

_lim ~ _lim ( 5 _ )_ lim (x2+x+1—xx x2+x+1+x)_
nl—xﬂm[f(x) mlx]—xamx/x +X+1 X_xﬁ+oo T Txriox =

lim (2 +x+1)-x> _ lim x+1

X > 40 3?4 x+1+x X = ¥ % 4+ x+1+X

Lo el
2 ! 2

X - —00

_ o lim f(q_ lim JxP+x+1_ lim o []x] [x®+x+1
M2 = X X o -0 X T X o - X x?

lim X 1 1
- (u “;*7]:‘“”‘2-

lim («/x2 +X+1+ XWX +x+1—x)_
X - —o0 VX2 +x+1-X

= T lW-mad= M [hEeex)-

lim  x*+x+1-x* _ lim x+1 1 _

1 1
= —_ = == = Y, =—X+—.
X > =0 x?+x+1-x X "®yx*+x+1-x 1+1 2 Z 2

La representacion, aproximada, de la funcién egylaente:

A ’
\ Y //
N\ /
N S/
N 4
\ /
1 N\ 2
=x-= N 4
y__2 /\ ,4 =X+—
N f(X‘) ", o2
N = %
N s
N
Y >
-z |0 X
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2°) Calcula las integrales= [~
€ —€

2
v -dx.

Nota: En la primera integral puede ayudarte el ¢ambé variable =¢e*.

¢ € e =t ¢ 1 1 et B
A_jex_e_x-dx:»{ex.dxzdt}:A_jt_t_l-dt_jt_—l-dt_jtz_l-dt_

_ t Lt t _ M, N _M-M+Nt+N_(M+N}+(-M+N)
I(t+1)(t—1) T h+0t-0) t+l t-1 @+Dt-1 (t+1)(t-1)

M +N=1 :
:>—M+N=O}:>2N=1;; NZMZ%:A:I[t+1+t 1) 2 Ut+1 t- 1)

:% : L|t+1|+L|t—1|+C:% -L|t*~1]+C=L,[|t* -1 +C. Deshaciendo el cambio:

A=L|e”-1]+C

1 X
2. zarctagt+C=arctag—+C.
2 1+t2 J g_2
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3°) Encuentra dos matrices A, B cuadradas de d2dpre sean la solucion del sistema

.. . |2A+B=C? . 1 3
matricial siendoC = )
A-B=C™* 2 5
2A+B=C?
— 3A=C2+Ct ;; A=1.(c?+C?). (1)
A-B=C* 3

5 1 3)(1 3 1+6 3+15 7 18
C =C-C= . = = .
2 5/ |2 5) (2410 6+25) |12 31
Se halla la matriz inversa de C utilizando el métdd Gauss-Jordan:

13[10 1 3[1 0
(C“){z 5‘0 1]3{':2*':2_2':1}:(0 —1‘—2 1]3{5*_':2}3

1310 1 0/-5 3 . (-5 3
= = {F, - F-3F,} > = C™'= :
01]2 - 01| 2 - 2 -1

Sustituyendo en (1) los valores obtenidos:
Azz.(chc_l):z{(? 18j+[-5 3}}:1.(2 lezA:( ,
3 3 (l12 31) (2 - 3 (14 30

. L (%2 7)Y (-5 3) (%2 7\ (5 -3y (4 4
A-B=C™* = B=A-C*= - = + = =B.
210 (2 -1) (%2 10/ (-2 1) (2 11

*kkkkkkkkk



4°) a ) Estudia, en funcion del valor del parametrr, la posicion relativa de los pla-
NOS =x+y-z=3, m,=x-y+taz=-1Yy m=ax+y—-z=5.

b ) Calcula, en funcion del paramet@ R, la distancia entre los planasy 7.

a)
X+y-z=3
Los tres planos forman el siste y+az=-1, cuyas matrices de coeficientes y
ax+y-z=>5
1 1 -1 1 1 -1 3
ampliada son las siguiente: =|1 -1 a |y M'=1 -1 a -1}
a 1 -1 a 1 -1 5

Segun los valores de los rangos de las matriceseafecientes y ampliada pueden
presentarse los siguientes casos:

Rango M = Rango M’ = 3» Los planos son incidentes en un punto.
Rango M =2; Rango M’ = 3» Los planos se cortan en dos rectas.

Sin planos paralelos y con dos planos paalelo
Rango M = Rango M’ = 2» Los tres planos son incidentes en una recta.
Rango M = 1; Rango M’ = 2> Los tres planos son paralelos.

Dos planos coincidentes y paralelos al tetcero

Rango M = Rango M’ = 1 Los tres planos son coincidentes.

El rango de la matriz de coeficientes en funcién de el siguiente:

1 1 -1
IM|=|1 -1 a|=1-1+a’-a-a+l=a’-2a+1=(a-1’=0= a=1.
a 1 -1

Parao #1 —> Rango M = Rango M’ =.

Parao. £ 1 los planos son incidentes en un punto

1 1 -1 1 1 -1 3 11
Paraa=1->M={1 -1 1 |yM'=1 -1 1 -1 :>‘1 1
1 1 -1 1 1 -15

#0= RangoM =2 =




11 3
= RangoM' = {C, C,,C,} = [1 -1 -1|=-5+3-1+3+1-5=7-11#0 = RangoM'=3.
11 5

Parao. =1— Rango M =2y Rango M’ =.3

Parao = 1 los planos se cortan formando dos rectas siengln; paralelos

b)
Parao = 1 los planog; y 3 son 7z, =x+y-z=3 Yy m,=x+y-z=5.

La distancia entre los planos paralejs Ax+By+Cz=D Yy f'= Ax+By+Cz=D'

: ) D-D' : ) )
viene dada por la formuld(s, g)= | | ; aplicando ésta formula a los planos
A?+B? +C?
paralelost; y ms:
3-5
d(rz, )= | | 2 :izz—\@ unidades

_\/12+12+(—1)2 =\/1+1+1 V3 _3

Este apartado puede resolverse determinando ui plenuno de los planos y
hallando su distancia al otro plano. La distan@aid punto a un plano viene dada por
_| A% +By, +Cz +D|

la formulad(P, )= . Por ejemplo: un punto de es P(0, 0, -3):
VA’ +B*+C?
_|o+0-(-3)-5| 2 2 _ 243

—— unidades

dlm, m)=d(P. 7)= \/12 +1% +(-1)? _\/1+1+1=ﬁ_ 3
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